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 要	 	 旨 
鉄道路線のダイヤグラムが与えられたとき、ダイヤグラムに存在する全ての列車に鉄道車両の編
成を割り当てることを考える。鉄道車両の列車への割り当てを決定することを編成の運用を決定
するといい、ダイヤグラムに存在する全ての列車に編成に割り当てられるような編成数の最小値
と、その時の各編成の運用を決定する問題を車両運用計画問題という。 
	 車両運用計画問題を扱う手法として、次の 2つが挙げられる。 
	 1 つは、列車の接続を有向グラフで表現して、そのグラフの上のハミルトン閉路として編成の
運用を表現し、グラフに適当な重みを与えて、使用した辺の重みの総和を最小化するハミルトン
閉路を発見することを試みるものである。もう 1つは、列車の接続を閉路のない有向グラフとし
て表現し、そのグラフの上のパスとして運用を表現し、パスの本数を最小化することを試みるも
のである。 
	 また、鉄道車両の検査を考慮するアルゴリズムが提案されているが、そのアルゴリズムを実行
するためには、最初にダイヤグラムに存在している全列車に編成を割り当てる時の編成数の最小
値を求めて、必要な検査回数を計算する必要がある。 
	 そこで、本論文では、車両運用計画問題の整数計画問題としての定式化の他、ダイヤグラムに
存在する列車に複数の種別が存在し、種別ごとに車両の種類を変更しなければならない場合並び
に、路線の一部区間に電化方式等の、割り当て可能な車両の種類が制限されるような場合の 2つ
のケースについて整数計画問題として定式化を行った。更に、路線に分岐が存在する場合並びに
路線がループしている場合にも対応するモデルを構成した。各々のケースに対する定式化を
Python3と数理最適化ソルバーGurobiを用いて実装し、実際の時刻表データを与えて、実行時間
の様子を観察、評価した。データセットとして用意した中で、列車数が 400程度のものは計算を
1 時間程度で終了することが明らかになったが、列車数が 1100 程度となる大規模なものでは 1
週間では計算が終了しないことも明らかとなった。 
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1 はじめに
ある鉄道路線の時刻表が与えられたときに、ある鉄道車両の編成を時刻表に存在するど
の列車に割り当てるかを決定することを編成の運用を決定するという。また、時刻表に存
在する全ての列車に編成を割り当てられるような編成数の最小値と、その時の各編成の運
用を決定する問題を車両運用計画問題という。
　一般にダイヤの作成にあたっては、需要と物理的な制約が考慮される。需要には、他の
路線への乗り換えや列車の間隔、速達性などの要素が含まれる。一方で物理的な制約とし
ては、ホームの数や追い抜きの設備、保有している車両数などが挙げられる。特に、保有
している数より多い車両数を用いなければいけないダイヤは実行が根本的に不可能であ
るため、需要が高まっているからといってむやみに列車を増発することはできない。車両
運用計画問題は、その時点で保有している車両数で作成しているダイヤが実行できるかど
うかをまず判定できるという観点から重要である。
　また、近年、災害によって、鉄道車両が水没し使用不能になったり、落橋によって鉄道
路線が寸断されるなどの事象が発生し、応急ダイヤの編成が必要になる場合が多く発生
してきている。直近では、台風に伴う大雨によって北陸新幹線の車両が水没し使用不能に
なったために、残った編成だけで実行可能な暫定ダイヤでの運行を現在も続けている、と
いうような例がある。できる限り早い段階での暫定ダイヤの発表のためにも、車両運用計
画問題を解くことは重要となる。
　本論文では、整数計画問題としていくつかの想定されるケースに対して車両運用計画問
題を定式化し、実際のデータを与えて数値実験を行う。
　 2章では車両運用計画問題を考える上で必要な予備知識、3章では車両運用計画問題に
対する先行研究、4章では今回提案する定式化、5章では実際のデータを入力とした数値
実験の結果と考察を述べる。
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2 予備知識
この章では、以降の章で必要な用語や、扱う問題の内容、背景について述べる。
2.1 鉄道車両に関する各種用語の導入
　この論文では、線路の上を走行する、電車・気動車・客車等の各種車両のことを車両
と呼ぶ。車両の集まりであって、両方向に運転台を持ち、自力で移動することができるも
のを編成と呼ぶ。
　出発駅とその出発時刻、到着駅とその到着時刻の組からなる、旅客を乗せた状態で実施
される編成の移動を列車と呼ぶ。また、旅客を乗せないような編成の移動を回送と呼ぶ。
列車の例として東海道新幹線の、のぞみ 298号の場合を表 1に示す [1]。
表 1: のぞみ 298号の時刻表
時刻 \駅名 名古屋 新横浜 品川 東京
到着時刻 - 8:01 8:13 8:20
出発時刻 6:41 8:01 8:13 -
　表 1で掲げたデータから、列車として、
(名古屋, 6 : 41)、(新横浜, 8 : 01)、(新横浜, 8 : 01)、(品川, 8 : 13)、(品川, 8 : 13)、(東京, 8 : 20)
のような、駅とその出発・到着時刻の組が得られる。この例のように、ある駅において出
発と到着が同時刻になる場合は、列車を表現する組の中に全く同じものが 2個現れること
もある。この場合は、最初に表れる組を駅への到着、後に表れる組を駅からの出発として
扱う。
　ある鉄道路線を走行する全ての列車の停車駅と、それらの駅に停車する時刻を記した表
のことを時刻表という。一般には、駅を一つ固定して、列車の出発時刻や列車の行先等の
情報を示した表のことも時刻表ということがある。ここではこの種の時刻表を駅時刻表と
呼んで区別する。
　ダイヤグラムを、縦軸を駅、横軸を時間ととった平面に、列車のデータをプロットした
ものとして定義する。ダイヤグラムの例として、次のページの表 2に示した仮想の時刻表
にある列車を表現した、図 1を挙げる。列車とダイヤグラムの詳しい定義は 4章で述べる
こととする。
　ある 1日を固定したとき、ある編成をどの列車に割り当てるかを決定したものを、その
編成の車両運用という。時刻表にある列車の選び方によっては回送列車の運行を必要とす
る場合もあり、その回送区間を決めることも車両運用に含まれる。また、車両運用を定め
ることを車両運用計画という。
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表 2: 時刻表の例
列車番号 A駅 B駅 C駅
1 6:30 7:00 7:20
2 7:50 7:20 7:00
3 - 7:40 8:00
4 - 7:50 7:30
5 - 10:00 10:20
6 - 10:50 10:30
7 - 14:00 14:20
8 - 14:50 14:30
9 - 18:00 18:20
10 - 18:10 17:50
11 19:30 20:00 20:20
12 20:30 20:00 19:40
図 1: 表 2の時刻表のダイヤグラム
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2.2 車両運用計画問題
　車両運用計画問題とは、ある鉄道路線の時刻表と、保有している編成数が与えられた
ときに、以下のことを決定する問題である。
• 時刻表に存在する全ての列車に割り当てるのに必要な最小の編成数
• 各編成の列車への割当
　この問題を解く必要性として、鉄道車両は高価であり、鉄道事業者としては車両の新造
は好ましくない、という点が挙げられる。新しいダイヤグラムを作成するとき、作成時点
で保有している編成数以上の鉄道車両が必要となるようなダイヤグラムを実行すること
ができないことは考慮される。しかし、新しいダイヤグラムの案が出来上がったときに、
実際に保有している編成数以下の量の車両でダイヤ案を実現可能かは分からない。そのた
めに、時として保有している編成数以上を必要とするダイヤ案が作成されうる。このよう
な編成の新造を必要とするようなダイヤ案となっていないかをチェックするために、車両
運用計画問題を解くことが求められる。
　また、人力でこの問題に取り組むには一般に問題のサイズが大きい。特に新幹線や首都
圏の通勤路線では、1日に運行される列車数は少なくとも 100本、多い場合では 400本前
後にもなる。以前はダイヤグラムと車両運用とを時間をかけて並行して作成していたが、
現在は支援ソフトが利用されており、列車ダイヤ案が先行して作成され、それをチェック
するようになってきていると [6]にある。列車ダイヤの作成には、支援ソフトによって作
業が効率化されたが、それでも車両運用計画の作成には相当の期間と経験を必要として
いる。
2.3 車両運用計画問題のバリエーション
　車両運用計画問題に制約を付け加えることで、より多くのシナリオに対応することが
可能になる。考慮する制約には以下のようなものがある。
• 回送距離
　回送列車の運行に際しては、乗客を乗せないために事業者の直接の利益とならな
い。回送列車の運行距離が長いことは事業者にとって好ましくない。そこで、回送
列車の運行距離をできる限り短くするよう考慮する。[6]では、列車の始発駅と終着
駅を調べることで着発列車数が異なる駅があるかどうかを調べることができ、そこ
から回送列車を設定する箇所とその数が分かることが示されている。そして、その
最低限必要な回送列車の数からできる限り回送列車を増やさないようにする方が望
ましいとする考え方が示されている。
• 鉄道車両の種類
　路線によっては、ホームの長さや電化設備の有無・方式の違い等の理由によって、特
定の区間に入る列車に割り当てることができる車両の種類が限定されることがある。
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このような車両の種類が限定される区間があることを考慮する。Lin and Kwan[4]
では、入力として編成の長さを加えることで、ホームの長さの短い駅がある区間に
乗り入れる列車に割り当てる編成を制限することを提案している。
• 鉄道車両の連結
　路線の一部分の需要が多い等の理由で、複数の車両を連結して 1つの車両として
運行したり、その逆で 1つの分割可能な車両を分割して一部分の車両のみをある駅
から先へ運行させたりすることがある。このような列車の連結・解結を、連結可能
な箇所が限定されていることも含めて考慮する。Lin and Kwan[5]では、列車によっ
て一定数以上の座席を確保する必要があることと割り当てることができる車両の種
類が決まっているために、複数の編成を連結することで座席数を確保することを提
案している。
• 鉄道車両の検査
　列車の運行に際して安全を担保するために、鉄道車両は一定期間中に検査を受け
ることが告示 [7]で義務付けられている。[2]では、4種類の検査が示されているが、
検査を考慮した車両運用計画問題の研究においては、その中で検査間隔の短い 2種
類の検査を考慮するものが [3]に見られる。
2.4 本研究の位置付け
検査を考慮する車両運用計画問題を扱うアルゴリズムが [6]で紹介されている。検査を
考慮する車両運用計画問題を扱うときは、列車の接続を表現する重み付きの有向グラフ
を作成して、有向グラフ上で重みの総和が最小となるようなハミルトン閉路を探索する。
問題が巡回セールスマン問題と似ているが、検査を考慮する車両運用計画問題では使用す
る辺が何本か決まっているために、巡回セールスマン問題とは異なる問題となる。
　 [6]で紹介されているアルゴリズムの概要を以下に示す。
1. 検査を考慮しないときに必要となる最小編成数を求める。
2. 1で求めた編成数から、必要な検査回数M を求める。
3. 列車の接続を表現する辺のうち、検査が実施できる辺をM 本ランダムに選ぶ
4. 選んだM本の辺を使う、検査間隔などの条件を満たし、用いる辺の重みの総和がよ
り小さいハミルトン閉路を探す
5. 検査を実施できる辺の選び方を変えて、よりよい解を探索する
6. 発見したハミルトン閉路の中で、用いた辺の重みの総和が最も小さいものを返す
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　本研究は、検査を考慮しないときに必要となる最小の編成数を求めるモデルを提案す
るものである。また、車両運用計画問題を整数計画問題として定式化することによって、
様々な条件を考慮できる。本研究で提案するモデルを用いることで、検査を考慮する車両
運用計画問題を扱うアルゴリズムの最初のステップをより高速に実行できるようになるこ
とが期待される。
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3 先行研究
車両運用計画問題の先行研究として、モデルの異なる 2つの論文を挙げる。
3.1 車両の検査を考慮した車両運用計画問題
　 2002年の P.Zhao, N.Toriiの論文 [3]では、車両の検査を考慮するような車両運用計
画問題を、列車の接続を有向グラフとして表現し、車両の運用をグラフ上のハミルトン閉
路として表現することで車両運用計画問題をモデル化している。具体的なモデルについて
以下に述べる。
　ダイヤグラムで設定されている各列車を頂点とし、以下の条件のどちらかを満たす頂点
間に有向辺を張ることで有向グラフを作成する：
• 列車 jが、列車 iの到着時刻より後に列車 iの終着駅を出発する。
• 列車 jの始発駅と列車 iの終着駅が異なり、列車 iの終着駅から列車 jの始発駅まで
回送を設定すれば、列車 jの出発時刻より前に列車 jの始発駅に移動できる。
　どちらの条件にも合わない頂点間には、日付をまたぐことを表現する印をつけて有向
辺を張る。また、有向辺 (i, j)には列車 jの発車時刻と列車 iの到着時刻の差を重みとし
て与える。重みとして与える値の単位は分である。列車 jの出発時刻が列車 iの到着時刻
より早い場合には、同じ日の列車 i, j両方に 1つの編成を割り当てることはできない。こ
のようなケースにおいて、列車 iを運行した後に続けて列車 jに 1つの編成を割り当てる
時には、列車 iを運行した翌日の列車 jに割り当てるとする。以上のことと、1日は 1440
分であることから、列車 jの出発時刻が列車 iの到着時刻より早い場合には、有向辺 (i, j)
の重みとして列車 jの発車時刻と列車 iの到着時刻の差に 1440を加えた値を与える。
　このモデルの利点として、回送の距離と車両の検査の実施の考慮が容易にできる点であ
る。特に検査の実施の考慮は有向辺の中で、検査可能な駅に留まっており、かつ十分な時
間があるような列車の接続を表現するものを選んで印をつけることで、その辺を使用する
ことで検査を実施すると読み替えることが可能である。
　一方で欠点として、車両の連結を考慮することが難しいことと、異なる種類の車両を同
じグラフで扱うことができない点がある。従って、専用の車両を必要とするような特急列
車と、その他快速等の普通の車両を用いる列車とを同時に扱うことができない。そのため
に、特急列車とその他のグラフを分けて複数回解くことでしか路線全体を扱うことができ
ないということになる。
　 [3]の数値実験では、列車が 280本程度ある鉄道路線のダイヤグラムに対し、13分で計
算を終了して、実際のデータと同数の車両を用いる運用を作成できたと報告されている。
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3.2 列車の連結を考慮した車両運用計画問題
　 2014年のZ.Lin, R.Kwanによる論文 [4]は、イギリスの鉄道網を例にとって、実問題
により近いモデルと定式化の構成を、問題を車両運用計画の作成と、車両の車庫や引き込
み線への移動の決定との 2つに分割することで実施することを目的にしている。
　論文 [4]では、車両の接続は閉路のない有向グラフ (Directed Acyclic Graph, DAG)で
表現されており、日付をまたぐような回送をグラフに含めない点でモデル化が 3.1節で取
り上げた論文と異なる。各車両の運用はDAG上のパスとして表現され、車両数、回送の
距離等でパスの集合の評価値を定め、評価値を最小化するようなパスを決定する整数計画
問題として定式化が成されている。
　このモデルの利点として、列車の種類と連結を考慮することが比較的容易である点があ
る。有向辺を通るパスの数は、その数だけ車両が連結されていることを表現し、どの車両
を割り当てるかを示す変数が定式化の中に存在するので、連結ができない車両同士を連結
させるような出力が出現することを防げるようにもなっている。
　一方で、[4]のモデルでは検査の実施を考慮することはされていない。
　論文 [4]では数値実験を、車両運用計画を作成する問題については実施しており、列車
が 370本設定されている路線に対しては 2時間で計算が終了しなかったことが述べられて
いる。
4 車両運用計画問題のモデル
この節では、2章で導入した列車やダイヤグラムのような用語に数学的定義を与え、車
両運用計画問題の整数計画問題 [8]によるモデルをいくつか提案する。最初に、基本とな
るモデルを提案する。
4.1 基本モデル
この節では、鉄道路線に以下の仮定をおいたときの数理モデルとその整数計画への定式
化を述べる。
• 仮定 1:鉄道路線は分岐やループを持たない。
• 仮定 2:回送は必要なタイミングで、必要な区間において実施可能である。
　鉄道路線に分岐が存在しないとき、鉄道路線 Lはパスグラフとして表現できる。鉄道
路線 Lを、駅の集合 SLを頂点集合とした無向グラフ L = (SL, EL)で定義する。ただし、
SL = {s1, s2, · · · , sa}
EL = {{s1, s2}, {s2, s3}, · · · , {sa−1, sa}}
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である。ここで、SLに含まれる任意の 2頂点に対して順序関係≤を、グラフL上での s1
との距離 dist[9]を用いて以下のように定義する。
si, sj ∈ SL, si ≤ sj ⇔ dist(s1, si) ≤ dist(s1, sj)
　ダイヤグラムT は列車 tiの集合である。列車が l本存在するときは、T = {t1, t2, · · · , tl}
である。また、列車 tiは以下のように定義する:
ti := ((si1 , di1), (si2 , di2), · · · , (sim , dim)) (sij ∈ SL, dij ∈ D).
ただし、時刻の集合をDとし、列車 tiは以下の 2条件を満たす。
(si1 ≤ si2 ≤ · · · ≤ sim) ∨ (si1 ≥ si2 ≥ · · · ≥ sim), (1)
di1 ≤ di2 ≤ · · · ≤ dim . (2)
(1)の条件は、列車は上りか下りのどちらか一方向のみに進み、戻ることはないことを表
す。また、(2)の条件は、時間が巻き戻らないことを表す。また、si1を、列車 tiの始発駅
といい、simを列車 tiの終着駅という。2.1節で例として掲げたのぞみ 298号を、上の tiの
定義通りに書くと、以下のようになる。
のぞみ 298号:=((名古屋,6:41), (新横浜,8:01), (新横浜,8:01), (品川,8:13),
(品川,8:13), (東京,8:20)).
また、のぞみ 298号の始発駅は名古屋、終着駅は東京となる。
　列車 t ∈ T の始発駅を startS(t)、列車 t ∈ T の終着駅を endS(t)とかき、列車 t ∈ T が始
発駅を出発する時刻を startT(t)、列車 t ∈ T が終着駅に到着する時刻を endT(t)とかく。
　次に、車両運用計画問題を定式化する上で必要となる変数や集合の定義を述べる。
　Cを、ある路線で使用できる編成の集合とする。編成 i ∈ Cが列車 j ∈ T に割り当てら
れたときに 1となるような 0-1変数を rijとする。また、編成 i ∈ Cが、時刻表に存在する
列車に割り当てられたときに 1となるような 0-1変数を yiとする。集合AとBを以下の
ように定義する:
A := {(s, t) ∈ T × T | (startT(t) ≤ endT(s))} (3)
B := {(s, t) ∈ T × T | ((endS(s) ̸= startS(t)) ∧ (startT(t) ≤ endT(s) + δ))}. (4)
集合Aは、列車 tjが終着駅に到着する前に列車 tkが始発駅を出発するような列車の組の
集合である。また、集合Bは、列車 tjが終着駅に到着した後回送として移動することを
考えたとき、列車 tkの始発駅に時間 δでは到着できないような列車の組の集合である。基
本モデルでは、δ = maxti∈T (dim − di1)として定義する。これは入力となるデータに依存
する定数であり、時刻表に存在する全ての列車の中で最も長い走行時間のことである。集
合Bで、δを回送列車を設定できるかどうかの判断に用いている。
　これらの集合や変数を用いて、車両運用計画問題を以下のように定式化する。
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 
min
∑
i∈C
yi (5)
s.t.
∑
i∈C
rit = 1 (t ∈ T ) (6)
rij + rik ≤ 1 (i ∈ C, (tj, tk) ∈ A) (7)
rij + rik ≤ 1 (i ∈ C, (tj, tk) ∈ B) (8)
yi ≥ rit (i ∈ C, t ∈ T ) (9)
rit ∈ {0, 1} (i ∈ C, t ∈ T ) (10)
yi ∈ {0, 1} (i ∈ C) (11) 
　目的関数は、車両数の最小値である。
　制約 (6)は、各列車 tjに必ず 1つの編成を割り当てることを要請するものである。また、
制約 (7)と (8)は、集合 A,Bのどちらかに含まれるような列車 tj, tkの組には、1つの編
成ではどちらか 1列車にしか割り当てることができないことを要請するものである。
　問題 (5)-(11)は、ダイヤグラムの要素である全列車に車両を割り当てたときに、車両数
の最小値と、そのときの割当を求めるモデルとなっている。以降の各節では、このモデル
を基本として、路線や車両に対して条件を加えたときのモデル・定式化について述べてい
く。また、問題 (5)-(11)のモデルを、以降では『基本モデル』と呼ぶこととする。
4.2 割り当て可能な車両が限られている列車が存在する場合
　この節では、JRや小田急電鉄などに見られるように、特急列車とそれ以外の列車で
用いる車両の種類が異ならなければならない場合を考慮したモデルおよび定式化につい
て述べる。
　車両の集合と列車の集合が分割されている状況を考える。車両の集合 Cは、次の性質
をもつ、空でない部分集合C1, C2, · · · ckに分割されているものとする:
1. Ci ∩ Cj = ∅ (i, j = 1, · · · , k, i ̸= j)
2.
k∪
i=1
Ci = C.
列車の集合 T もCと同様にして分割されているものとする。
　例として、小田急電鉄の場合には T は他社線に直通する列車を除いて以下のように分
けられる。
11
1. 特急
2. 特急以外の種別 (普通・準急・急行・快速急行・通勤準急・通勤急行)
　上に挙げた列車の集合各々に対応して、Cは以下のように分けられる [10]。
1. 70000型,60000型,50000型,30000型
2. 4000型,3000型,2000型,1000型,8000型
　次に仮定として、基本モデル以外に以下のものを追加する。
• 仮定 3: 列車の集合 Tiに対しては、集合Ciに属する車両しか割り当てることができ
ない
• 仮定 4: 列車の集合 Tiに属さない列車には、集合 Ciに属する車両を割り当てられ
ない
　列車の集合 Tiに対しては、集合Ciに属する車両しか割り当てることができないことを
制約として加えることで、列車の種類と車両の種類の対応があるときの定式化を行う。割
り当て可能な車両が限られている列車が存在する場合の車両運用計画問題の定式化は以
下のようになる。 
min
∑
i∈C
yi (12)
s.t.
∑
i∈C
rij = 1 (j ∈ T ) (13)
∑
j∈Ci
rjk = 1 (k ∈ Ti, 1 ≤ i ≤ x) (14)
∑
j∈Ci
rjk = 0 (k /∈ Ti, 1 ≤ i ≤ x) (15)
(6), (7), (8), (9), (10), (11) 
(14)と (15)の制約が増えている部分が、このケースの定式化と 4.1節で掲げた基本モデル
との違いとなる。(14)の制約は、Tiに属する列車に対しては、Ciに属する 1編成を割り
当てなければならないものとなっている。従って、(13)と (14)より、Tiに属する列車に
は、Ciに属さない編成を割り当てないようになっている。また、制約 (15)は、仮定 4を
満たすために追加した。
　このモデルを『編成種別制限モデル』と呼ぶこととする。
　ただし、京王線における京王ライナーのように、割り当てなければいけない車両の種類
が決まっているが、その車両を他のどの列車に割り当ててもよいケースが存在する。その
場合は制約 (15)は不要である。
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4.3 割り当て可能な車両が限られる区間が存在する路線の場合
鉄道路線によっては、路線内に非電化区間が存在する、電化方式が異なる、などの理由
から、路線の一部区間に入ることのできる車両が限定される場合がある。前者の例として
は広島県の福塩線が、後者の例としては、茨城県内に交流電化と直流電化の境界を持つつ
くばエクスプレスが挙げられる。この節では上に挙げた事情を持つ鉄道路線に対する適切
なモデルと、適切な車両運用計画問題の定式化を述べる。
　基本モデルの仮定 1,2の他に、以下の仮定を追加する。
• 仮定 3:C = C1 ∪ C2 (C1 ∩ C2 = ø, C1, C2は非空)
• 仮定 4:路線 Lの駅 sb (1 < b < a)から駅 saの区間に入ることができる車両をC2と
する
　この仮定を満たすような路線 Lの図を図 2に示す。
図 2: このモデルで扱う路線
図 2中の赤線で示された区間が、使用できる車両の種類に制限のある区間である。
　路線 Lを、使用できる車両の種類が制限される区間 L2と、制限されない区間 L1に分
けることを考える。
• SL1 := {s1, s2 · · · , sb}
• EL1 := {{s1, s2}, {s2, s3}, · · · , {sb−1, sb}}
• SL2 := {sb, sb+1, · · · , sa}
• EL2 := {{sb, sb+1}, {sb+1, sb+2}, · · · , {sa−1, sa}}
• T2 := {ti ∈ T | 1 ≤ ∃n ≤ m, sin ∈ SL2 \ {sb}}
　 T2を、車両に制限のある区間に入るような列車の集合として定義した。これらの記号
を追加すると、割り当て可能な車両が限られる区間が存在する場合の定式化は以下の通り
となる。
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 
min
∑
i∈C
yi (16)
∑
j∈C1
rjk = 0 (k ∈ T2) (17)
(6), (7), (8), (9), (10), (12) 
　 (15)の制約のみが、4.2節の種別制限モデルから変わっている。(15)の制約が、使用で
きる車両の種類を制限するような制約となっている。
　このモデルを『車種制限モデル』と呼ぶこととする。
4.4 車両に制限のある区間が制限のない区間によって挟まれている場合
　路線 Lに対する仮定に以下のものを追加することを考える。
• 仮定 5:C = C1 ⊔ C2
• 仮定 6:路線 Lの、駅 sb (1 < b < a)から駅 sc (b < c < a)の区間に入ることができ
る車両をC2とする
　この仮定を満たすような路線 Lの図を図 3に示す。
図 3: このモデルで扱う路線
図 3中の赤線部が、使用できる車両の種類に制限がある区間である。車種制限モデルで
扱った路線との違いは、制限のある区間の両端に車両の種類に制限のない区間が接続され
ている部分である。このような路線では、回送列車を考えるときに新たな制約が発生す
る。
　 4.3節と同様に、路線 Lを車両に制限のある区間とそれ以外の区間で分けることを考
える。
• SL1 := {s1, s2 · · · , sb}
• EL1 := {{s1, s2}, {s2, s3}, · · · , {sb−1, sb}}
• SL2 := {sb, sb+1, · · · , sc}
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• EL2 := {{sb, sb+1}, {sb+1, sb+2}, · · · , {sc−1, sc}}
• SL3 := {sc, sc+1, · · · , sa}
• EL2 := {{sc, sc+1}, {sc+1, sc+2}, · · · , {sa−1, sa}}
• T1 := {ti ∈ T | ∀n, sin ∈ SL1}
• T2 := {ti ∈ T | 1 ≤ ∃n ≤ m, sin ∈ SL2 \ {sb, sc}}
• T3 := {ti ∈ T | ∀n, sin ∈ SL3}
　これらの記号を追加すると、車両に制限のある区間が制限のない区間によって挟まれて
いる場合の車両運用計画問題の定式化は以下のようになる。 
min
∑
i∈C
yi (18)
rij + rik ≤ 1 ((tj ∈ T1) ∧ (tk ∈ T3),∀i /∈ C2) (19)
(6), (7), (8), (9), (10), (12), (15) 
　 (17)の制約を 4.3節の定式化から追加した形となっている。(17)の制約は、車両の集合
C2に属さない車両は、L1か L3のどちらかの区間内しか移動できないことを要請するも
のとなっている。C2に属さない車両は区間L2を通過できないために、L1とL3の間の回
送が不可能であるために追加する必要がある。
　このモデルを『進入制限モデル』と呼ぶこととする。
4.5 鉄道路線に分岐が存在する場合
この節では、鉄道路線に基本モデルで示した仮定 2の他に、以下の仮定をおいたときの
数理モデルを述べる。
• 仮定 7: 鉄道路線Lは、途中駅 sbで分岐を持ち、一方の終点が駅 sa、もう一方の終
点が駅 sdである。
• 仮定 8: 駅 sbから駅 saの区間と駅 sbから駅 sdの区間の間を相互に行き来する旅客
列車は存在しない。
　鉄道路線Lに分岐が存在するときは、3つのパスグラフが、それぞれの一方の端点とし
て頂点 sbを共有するようなグラフとして表現できる。鉄道路線Lを、駅の集合 SLを頂点
集合とした無向グラフ L = (SL, {EL1 , EL2 , EL3})で定義する。ただし、
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SL = {s1, s2, · · · , sb, · · · , sa, sc, sc+1, · · · , sd}
EL1 = {{s1, s2}, {s2, s3}, · · · , {sb−1, sb}}
EL2 = {{sb, sb+1}, {sb+1, sb+2}, · · · , {sa−1, sa}}
EL3 = {{sb, sc}, {sc, sc+1}, · · · , {sd−1, sd}}
である。路線 Lの、グラフでの表現を図 4に示す。
図 4: このモデルで扱う路線
また、頂点集合 SLを分けることを考える。
• SL1 = {s1, s2, · · · , sb}
• SL2 = {sb, sb+1, · · · , sa}
• SL3 = {sb, sc, sc+1, sd}
L1 = (SL1 , EL1), L2 = (SL2 , EL2), L3 = (SL3 , EL3)とおくと、L1, L2, L3はパスグラフとな
る。図 4に示した路線 Lのグラフ上でパスグラフ L1, L2, L3を示したものを図 5に示す。
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図 5: 路線 Lを構成する 3つのパスグラフ
　仮定 8は、区間L2, L3のどちらかの中に始発駅を持ち、もう一方の中に終着駅を持つ
ような旅客列車は存在しない、と表現できる。
　このモデルでの列車 tiの定義は、4.1節で示したものと同一である。ただし、列車 tiに
課される条件を 4.1節の (1)から以下のように変更する。
((si1 ≤ si2 ≤ · · · ≤ sim)∨(si1 ≥ si2 ≥ · · · ≥ sim))∧((sij ∈ (SL1∪SL2))∨(sij ∈ (SL1∪SL3))).
(20)
　分岐がある場合の車両運用計画問題の定式化は、4.1節から 4.4節までのものと基本的
に同一である。ただし、分岐駅の構造などによっては、制約を追加する必要がある。
4.6 鉄道路線がループしている場合
この節では、鉄道路線に、基本モデルで示した仮定 2の他に、以下の仮定をおいたとき
の数理モデルを述べる。
• 仮定 9: 鉄道路線 Lは環状線であり、分岐を途中に持たない。
• 仮定 10: 路線 Lを走行する列車には、右回りと左回りがある。
　鉄道路線がループを持ち、分岐が存在しないとき、鉄道路線 Lはサイクルグラフとし
て表現される。鉄道路線Lを、駅の集合 SLを頂点集合とした無向グラフL = (SL, EL)で
定義する。ただし、
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SL = {s1, s2, ·, sa} EL = {{s1, s2}, {s2, s3}, · · · , {sa−1, sa}, {sa, s1}}
である。このときの路線 Lのグラフを図 6に示す。
図 6: ループを持つ路線のグラフでの表現
　ループを持つ鉄道路線における列車を定義するために、路線Lを、2つのグラフLx =
(SLx , ELx), Ly = (SLy , ELy)に分けて表現する。ただし、
• SLx = {s1x , s2x , · · · , sax}
• ELx = {(s1x , s2x), (s2x , s3x), · · · , (s(a−1)x , sax), (sax , s1x)}
• SLy = {s1y , s2y , · · · , say}
• ELy = {(s1y , say), (say , s(a−1)y), · · · , (s3y , s2y), (s2y , s1y)}
である。
　Lxは路線Lの、右回りの列車が用いる線路を表現し、Lyは左回りの列車が用いる線路
を表現する。駅 s1x は、路線 Lの駅 s1の右回り列車用のホームを表現している。有向グ
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ラフ Lx, Lyの様子を図 7に示す。
図 7: グラフ Lx, Ly
　このモデルでの列車 tiの定義は、4.1節で示したものと同一である。ただし、列車 ti
に課される条件を 4.1節の (1)から以下のように変更する。
(1 ≥ ∀j ≥ m, sij ∈ SLx) ∨ (1 ≥ ∀j ≥ m, sij ∈ SLy) (21)
　路線Lが環状線となっている場合の車両運用計画問題の定式化は、4.1節のものと同一
である。
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5 数値実験
この章では、4章で示した車両運用計画問題の定式化をプログラムとして実装して、実
験を実行した結果を示し、結果に対する考察を述べる。まず 4章で述べた 4つの定式化の
うち、4.4節で示したモデル以外の 3つの定式化に対する実験結果をまず示し、その後の
節で添字制約と、添字制約を加えた定式化に対する実験結果、分岐が存在する路線のデー
タセットを与えたときの実験結果を順に示す。
　実験環境を表3に示す。　実験のプログラムにはPython3.4.3を用い、ソルバーはGurobi8.1.1
表 3: 実験環境
OS macOS High Sierra
CPU Intel Core i7
CPU速度 3.4GHz
メモリ 8GB
を使用した。
　また、実験 1では、δの値を以下の手順に従って決定した。
1. 時刻表に存在する全ての列車の中で運行時間が最も長いものを選ぶ。
2. 1で選んだ列車の運行時間を txとする。
3. txを一の位で切り上げて δとする。
5.1 基本モデルに対する数値実験
基本モデルを用いて、実際のデータに対してどの程度の時間で計算を実行できるか確
認することを目的として実験を実施した。実験 1では、基本モデルを実装したプログラム
に対し、入力として実際の北上線、仙山線、北陸新幹線の 3路線の時刻表を加工して csv
ファイルとしたものを与えて、プログラムの実行時間を記録することを行った。なお、実
験 1では編成数として 25を入力した。
　入力に用いたデータの性質を表 4に、実験の結果を表 5に示す。
表 4: 入力として用いたデータの性質
路線名 列車数 始発/終着の候補駅数 年度
北上線 22 4 2013
仙山線 103 4 2013
北陸新幹線 118 4 2015
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表 5: 基本モデルの計算結果
路線名 最適値 実行時間 (秒)
北上線 5 0.02
仙山線 9 4.50
北陸新幹線 23 24.81
　実験 1のために用意したデータの中で最も列車数の多い、北陸新幹線の 118本の列車か
らなるデータに対して約 24秒で動作することが確認できた。
　実験 1で、実際のデータに対するプログラムの実行時間を確認することができた。しか
し、プログラムに入力として与えるデータは、路線の時刻表データ以外に編成数 |C|があ
る。そこで、時刻表データを固定して編成数 |C|を変更するときの、プログラムの実行時
間の変化を確認することを考えた。
　実験 2は、編成数 |C|を変化させてプログラムの実行時間がどのように変化するかを観
察することを目的として実施した。実験 2では、入力として北陸新幹線のデータを用い、
データと別に入力とする編成数 |C|を、23,25,30,40,50と変更して与え、プログラムの実
行時間を記録した。
　結果を表 6に示す。
　入力として与える編成数を変更する実験を実施したところ、最適値よりもやや大きい値
を入力とした与えた時は、最適値ちょうどの値を入力として与えた時よりも実行時間が減
少することが観察された。一方で、最適値より大きすぎる値を入力として与えると、実行
時間が増加する様子も観察された。これは、入力とする編成数が最適値に近いときには許
容解の数が少ないために許容解の探索に時間がかかり、一方で入力とする編成数が大きい
ときには許容解の数が多すぎるために、目的関数値が減少するのに時間がかかるためであ
ると考えられる。
表 6: 入力とする編成数を変更する実験の結果
|C| 最適値 実行時間 (秒)
23 23 40.97
25 23 24.81
30 23 13.41
40 23 27.81
50 23 57.00
　時刻表に存在する全ての列車に対して編成を割り当てた状況において、編成 iが各列車へ
割り当てられたかどうかを表す変数 rijを並べたベクトルをRi = (ri1, ri2, · · · , rim)とする。
このとき、全編成の割当を表す |C|×|C|行列としてR = (R1, R2, · · · , Rx1 , · · · , Rx2 , · · · , R|C|)
を考える。また、元の割当 R の列ベクトル Rx1, Rx2 を入れ替えた新しい割当 Rnew =
21
(R1, R2, · · · , Rx2 , · · · , Rx1 , · · · , R|C|)を考える。
　RとRnewは異なる割当を表すが、目的関数値は等しくなる。これは次の理由による。
　RとRnewは、編成x1の列車への割当と、編成x2の列車への割当を交換した行列となっ
ているので、RとRnewの間で、使用する編成数の増減はない。いま、目的関数はどれか
1つの列車に割り当てられた編成の総数であるので、割当Rと割当Rnewの目的関数値に
変化はない。
　以上より、同じ目的関数値を持つ割当は複数存在する。そして、入力とする編成数が大
きいときには同じ目的関数値を持つ割当が多く生成され、実行時間に影響が出ると考え
た。
5.2 対称性除去制約を追加した実験
次の制約を対称性除去制約と呼ぶこととする。
yi ≥ yj (i < j) (22)
対称性除去制約は、何らかの列車に割り当てられる編成を、番号の小さいものに集めるよ
うな制約となっている。対称性除去制約を追加することによって、目的関数値が等しいが、
列車への編成の割当が異なる解の数が減り、実行時間が短縮されることが期待される。
　対称性除去制約の効果を確認するために、実験 3として、4.1節の定式化に対称性除去
制約を追加したモデルをプログラムとして実装し、入力データとして 5.1節に示した実験
1と同じものを使用し、定数 δの値も 5.1節で用いた値と同一の物を与えて、実行時間を
記録した。
　実験 3の結果を表 7に示す。
表 7: 対称性除去制約を追加したモデルの計算結果
路線名 最適解 実行時間 (秒)
北上線 5 0.03
仙山線 9 4.76
北陸新幹線 23 24.79
　当初の推測と異なり、添字制約を導入した方が実行時間が増えた。列車数が少ないため
に、解の総数が少なく、対称性除去制約を導入することによる効果が表れなかったと考え
られる。
5.3 δの決め方を変更する実験
4章で示した定式化においては、時刻表に存在する全ての列車の中で最も長い走行時間
を選び、回送列車の走行時間とすることで、集合Bに属する列車の組を決定した。しか
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しこの集合Bの決め方は、北陸新幹線を例にすると、東京から金沢まで回送列車をおく
ときを時間の基準とする、ということになる。東京から長野の区間や、富山から金沢のよ
うに、より短い区間の回送列車の時間設定には、各々の区間で時間設定を個別に決定する
のが、より適切な集合Bの決め方であると考えられる。
　そこで、集合Bの定義を以下のように変更する:
B := {(j, k) ∈ T × T | ((sim ̸= sj1) ∧ (dk1 ≤ djm+δ(sim ,sj1 )))}. (23)
　定数 δを、列車 iの終着駅と列車 jの始発駅によって決められるように変更した。この
変更によって、編成の回送において無駄な待機時間が発生することを防ぎ、より少ない編
成数を最適値として得ることが期待される。
　定数 δの決定方法を変更したことによる効果を確認するために、4.1節の定式化におい
て、集合Bの定義を (21)に変更したモデルに、入力データとして、5.1節並びに 5.3節に
示した実験と同じデータセットを使用して、数値実験を実施した。
　実験の結果を表 8に示す。
　 5.1節の表 5と比較すると、北上線のデータでは列車数が少ないために最適値が変化し
表 8: 定数 δの決定方法を変更したモデルの計算結果
路線名 最適解 実行時間 (秒)
北上線 5 0.02
仙山線 8 2.10
北陸新幹線 19 6.23
なかったが、それ以外のデータではより小さい最適値が得られたことが確認できる。これ
は、δの値が小さくなるケースが多くなるために集合Bの要素数が少なくなり、ある列車
を走行した直後に割り当てることが可能になる列車数が増えたためと考えられる。
　実行時間に関しては、基本モデルと比較して減少したことが確認できた。
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5.4 編成種別制限モデルに対する数値実験
編成種別制限モデルを用いて、実際のデータに対してどの程度の時間で計算が実行でき
るか観察することと、実験 1の結果と比較することによって、編成種別制限モデルの計算
時間に関する性質を確認することを目的として実験を実施した。
　実験 3では、編成種別制限モデルを実装したプログラムに対し、入力として実際の高徳
線と常磐線の時刻表を加工して、列車番号、出発時刻、始発駅、到着時刻、終着駅、種別
のフォーマットを持つ csvファイルとしたものを与えて、プログラムの実行時間を記録し
た。
　実験 3で、高徳線と常磐線のデータを与えた理由は、両路線は普通列車以外に特急列車
が設定されていることと、かつ普通列車と特急列車で異なる車両を使用していることであ
る。ただし、常磐線のデータは、上野駅から広野駅までの区間を走行する列車に限定して
いる。
　入力に用いたデータの性質を表 9に、実験の結果を表 10に示す。
表 9: 入力として用いたデータの性質
路線名 列車数 種別数 始発/終着の候補駅数 年度
高徳線 123 2 6 2013
常磐線 308 3 9 2013
表 10: 種別制限モデルの計算結果
路線名 最適解 実行時間 (秒)
高徳線 16 0.42
常磐線 46 14.31
　また、基本モデルとの実行時間の変化を観察するために、常磐線のデータセットから特
急列車を除いた新しいデータセットを作成し、基本モデルと車種制限モデルの双方に入力
として与える実験を実行した。入力に用いたデータの性質を表 11に、実験の結果を表 12
に示す。
表 11: 入力として用いたデータの性質
路線名 列車数 種別数 始発/終着の候補駅数 年度
常磐線 (特急除く) 237 2 9 2013
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表 12: モデル別での計算結果
モデル 最適解 実行時間 (秒)
基本モデル 32 895.64
種別制限モデル 33 19.76
　表 12より、同じデータを入力としたとき、基本モデルよりも編成種別制限モデルの
方が実行時間が短くなることが観察された。これは、今回入力として与えたデータセット
は、共に編成種別制限モデルの制約 (14)と (15)両方が必要なものとなっているが、その 2
つの制約両方が必要な場合には、データセットが 2つ以上の小さいデータセットに分割さ
れる。小さいデータに対してはより短い時間で計算が終了するため、列車数から想定され
る実行時間よりも短くなると考えられる。また、列車数がほぼ同じような、制約 (15)が
不要となるようなデータセットと制約 (15)が必要となるデータセットを入力として与え
る場合は、制約 (15)が不要となるデータセットに対してより実行時間が長くなると考え
られる。
5.5 車種制限モデルに対する数値実験
車種制限モデルを用いて、実際のデータに対してどの程度の時間で計算が実行できるか
観察することと、実験 1の結果と比較することによって、車種制限モデルの計算時間に関
する性質を確認することを目的として実験を実施した。
　実験 4では、車種制限モデルを実装したプログラムに対し、入力として実際の加古川線
とつくばエクスプレスの平日の時刻表を加工して、列車番号、出発時刻、始発駅、到着時
刻、終着駅のフォーマットを持つ csvファイルとしたものを与えて、実行時間を記録した。
　加古川線は途中の西脇市駅を境界として需要の関係から 1両でも運行可能な車種を進入
させるようになっているため、つくばエクスプレスは守谷駅を境界として電化方式が変化
するために、つくば方面へ乗り入れることが可能な車種が制限されることから、これら 2
路線を入力データとして選んだ。
　入力に用いたデータの性質を表 13に、実験の結果を表 14に示す。
表 13: 入力として用いたデータの性質
路線名 列車数 始発/終着の候補駅数 年度
加古川線 103 5 2013
つくばエクスプレス (平日) 456 5 2019
　基本モデルとの実行時間の変化を観察するために、加古川線のデータセットを基本モデ
ルに入力として与えた。計算結果を表 15に示す。　表 15より、加古川線のデータセット
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表 14: 車種制限モデルの計算結果
路線名 最適値 実行時間 (秒)
加古川線 7 0.07
つくばエクスプレス 35 3758.11
つくばエクスプレス (対称性除去制約あり) 39 532.97
表 15: 車種制限モデルの計算結果
モデル 最適値 実行時間 (秒)
基本モデル 7 0.37
車種制限モデル 7 0.52
を対象として実行時間の比較を実施したが、車種制限モデルを適用すると実行時間が長く
なるこことが観察された。これは、加古川線のデータセットは途中行き違いを実施可能な
箇所が少ないために、下り列車に割り当てた編成を用いて上り列車を運転することが起き
やすく、つなぎの選択肢が少なく、解きやすいデータセットであることが原因として挙げ
られる。
　また、つくばエクスプレスのデータを入力として、対称性除去制約を導入した場合の実
行時間も記録した。つくばエクスプレスでは対称性除去制約を導入したところ、実行時間
が約 7分の 1となった。列車数が多い路線では、時刻表通りの列車の運行を実施するのに
必要な編成数がより多くなるため、同じ目的関数値を持つ解の数がより多くなるために、
対称性除去制約を追加することで探索する必要のある解空間がより小さくなり、実行時間
の短縮が実現されたものと考えられる。
5.6 分岐のある路線データに対する実験結果
分岐のあるデータセットにも種別制限モデルや車種制限モデルが対応可能なことを確認
することと、分岐のあるデータセットでの実行時間がどの程度となるかを確認することを
目的として実験を実施した。
　実験 5では、種別制限モデルを実装したプログラムに対し、東北・山形・秋田新幹線の
時刻表を加工して、列車番号、出発時刻、始発駅、到着時刻、終着駅のフォーマットを持
つ csvファイルとしたものを与えて、実行時間を記録した。
　東北・山形・秋田新幹線は、途中の福島駅で東北新幹線と山形新幹線の、盛岡駅で秋田
新幹線と東北新幹線の分岐を持つことと、山形新幹線を走行可能な編成、秋田新幹線を走
行可能な編成が決まっていることから、実験 5で使用する入力データとして選んだ。
　入力に用いたデータの性質を表 16に、実験の結果を表 17に示す。
　東北新幹線のデータセットには編成の連結を必要とするような列車が存在するが、そ
のような列車を、2つの列車データとして分割することによって扱って処理している。つ
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表 16: 入力として用いたデータの性質
路線名 列車数 種別数 始発/終着の候補駅数 年度
東北・山形・秋田新幹線 224 3 10 2009
表 17: 東北新幹線のデータでの実験結果
最適値 実行時間 (秒)
53 145.42
まり、この整数計画問題としての定式化では、入力データを工夫することで一部の連結作
業を考慮することが可能であることが分かった。また、進行方向を変更することが必要な
回送列車は設定されなかったことも観察された。
　さらに、より大きいデータセットを入力としたときの実行時間を確認することを目的と
して、種別制限モデルを実装したプログラムに対し、京王電鉄の時刻表データを加工して
csvファイルとしたものを入力して、実行時間を記録する実験を実施した。
　京王電鉄の時刻表データとして、以下の路線の時刻表データをまとめたものを用いた。
• 京王線 (新宿～京王八王子)
• 京王新線 (笹塚～新線新宿)
• 相模原線 (調布～橋本)
• 高尾線　 (北野～高尾山口)
　また、京王電鉄のデータセットを入力とするにあたって、考慮しなければならない制約
を以下に挙げる。
• 調布駅での折り返し: 調布駅には折り返し設備がないために、つつじヶ丘駅まで回
送して折り返す必要がある。
• 京王ライナー: 京王ライナーには 5000系しか用いることができない。
• 都営新宿線への直通: 都営新宿線に直通可能な車両は 5000系と 9000系の 2種類の
みである。
　ただし、今回の実験では簡単のために、都営新宿線内で折り返す列車は考えず、8両の
編成と 10両の編成を区別していない。また、種別制限モデルの適用にあたって、京王ラ
イナー、都営新宿線への直通列車、それ以外の全ての列車の 3種類を種別とみなした。
　入力に用いたデータの性質を表 18に示す。
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表 18: 入力として用いたデータの性質
路線名 列車数 種別数 始発/終着の候補駅数 年度
京王線 1101 3 20 2020
京王線のデータを与えて実験したところ、6日間計算を実行した時点で分枝限定法を開
始して 1反復終える段階までしか終了しなかった。計算にあたってメモリを 7GB消費し
ていた。今回の実験では入力として 90編成の車両を保有していることを仮定して実行し
たが、保有している編成数によってはメモリが不足するおそれがあると考えられる。
6 まとめ
本研究では、鉄道路線に係る複数のシナリオに対して、車両運用計画問題を整数計画問
題として表現し、ソルバーに実際のデータを与えて実行時間の観察を行うことを試みた。
　基本モデル、列車の種別によって車両の種類が固定される編成種別制限モデル、列車の
行き先によって車両の種類が限定される車種制限モデルの 3つのモデルに対し、今回用意
したデータセットの中では、つくばエクスプレスのデータに対して約 1時間で計算を実行
できることが明らかとなった。また、特に車種制限モデルを用いるときには、基本モデル
を用いて処理する時と比較して、より実行時間が短くなることも明らかとなった。本研究
で提案したモデルは、分岐の存在する路線のデータセットにも対応可能であることも明ら
かとなった。
　一方で、列車数の多いデータセットを与えた場合、計算に長い時間が必要であり、本研
究では列車数が 500を超えるようなデータに対して、どの程度の時間で計算が終了するか
は分かっていない。
　今後の課題としては、検査を考慮する車両運用計画問題を、今回提案したモデルに制約
を追加することで扱うことができるかどうか試みる点が、モデルの拡張の観点から挙げら
れる。
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